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1 Ëîãèêà âûñêàçûâàíèé
Âûñêàçûâàíèå  ïîâåñòâîâàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå, ïðî êîòîðîå ìîæíî
ñêàçàòü èñòèííî îíî èëè ëîæíî. Èñïîëüçóß ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè èç îäíèõ
âûñêàçûâàíèé ìîæíî ñîñòàâëßòü äðóãèå âûñêàçûâàíèß, îá èñòèííîñòè êîòî-
ðûõ ìîæíî ñóäèòü ïî èñòèííîñòè ñîñòàâëßþùèõ èõ âûñêàçûâàíèé.
Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè è èõ èñòèííîñòíûå çíà÷åíèß,
îáîçíà÷àß âûñêàçûâàíèß áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè.
1. Êîíúþíêöèß. Îáîçíà÷àåòñß: A ∧ B , ÷èòàåòñß: "A è B". Êîíúþíêöèß èñ-
òèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñòèííû îáà âûñêàçûâàíèß A è B .
2. Äèçúþíêöèß. Îáîçíà÷àåòñß: A ∨ B , ÷èòàåòñß: "A èëè B". Äèçúþíêöèß
èñòèííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñòèííî õîòß áû îäíî èç âûñêàçûâàíèé
A èëè B . Äðóãèìè ñëîâàìè, äèçúþíêöèß ëîæíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ëîæíû îáà âûñêàçûâàíèß A è B .
3. Èìïëèêàöèß. Îáîçíà÷àåòñß A → B , ÷èòàåòñß: "åñëè A , òî B" èëè "A
âëå÷åò B". Èìïëèêàöèß ëîæíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñòèííî A è
ëîæíî B .
4. Îòðèöàíèå. Îáîçíà÷àåòñß: ¬A , ÷èòàåòñß: "íå A". Îòðèöàíèå èñòèííî, êî-
ãäà èñõîäíîå âûñêàçûâàíèå ëîæíî, è ëîæíî, êîãäà èñõîäíîå âûñêàçûâàíèå
èñòèííî.
Èñòèííîñòíûå çíà÷åíèß îñíîâíûõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé îòðàæåíû â ñëå-
äóþùèõ òàáëèöàõ, ãäå èñòèíà îáîçíà÷åíà êàê 1, ëîæü  êàê 0:
A B A ∧B A ∨B A→ B
0 0 0 0 1
0 1 0 1 1
1 0 0 1 0
1 1 1 1 1
è
A ¬A
0 1
1 0
Ïðè ôîðìàëüíîì èçëîæåíèè ëîãèêè âûñêàçûâàíèé èñïîëüçóåòñß ñëåäó-
þùèé ßçûê :
1. ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå (âûñêàçûâàíèß). Áóäåì îáîçíà÷àòü èõ
áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè èíîãäà ñ èíäåêñàìè, èíîãäà áåç íèõ:
A,B,C, . . . , A1, A2, A3, . . . ,
2. ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû: ∧,∨,→,¬ ,
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3. âñïîìîãàòåëüíûå ñèìâîëû: îòêðûâàþùàßñß ñêîáêà ( , çàêðûâàþùàßñß ñêîá-
êà ) , çàïßòàß.
Íà óêàçàííîì ßçûêå ââîäßòñß âñå îñíîâíûå ïîíßòèß ëîãèêè âûñêàçû-
âàíèé.
Ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Ïîíßòèå ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçû-
âàíèé ââîäèòñß èíäóêòèâíî:
1. ïðîïîçèöèîíàëüíàß ïåðåìåííàß åñòü ôîðìóëà,
2. åñëè A , B  ôîðìóëû, òî (A ∧B) , (A ∨B) , (A→ B) , ¬A  ôîðìóëû.
Ïðèìåð. ((A ∧ C)→ ¬(A ∨B))  ôîðìóëà.
Ïðè çàïèñè ôîðìóë îáû÷íî íåêîòîðûå ñêîáêè îïóñêàþò. Âîïåðâûõ,
îïóñêàþò âíåøíèå ñêîáêè. Âî-âòîðûõ, îïóñêàþò íåêîòîðûå âíóòðåííèå ñêîá-
êè, ó÷èòûâàß ïðèîðèòåò âûïîëíåíèß îïåðàöèé: êîíúþíêöèß âûïîëíßåòñß
ðàíüøå äèçúþíêöèè, à äèçúþíêöèß  ðàíüøå èìïëèêàöèè.
Ïðèìåð. Ôîðìóëà èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî
ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä: A ∧ C → ¬(A ∨B) .
Äëß êàæäîé ôîðìóëû ìîæíî îïðåäåëèòü èñòèííîñòíûå çíà÷åíèß, êî-
òîðûå îíà ïðèíèìàåò ïðè ïîäñòàíîâêå ðàçëè÷íûõ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé
ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, ïîñòðîèâ äëß íåå òàáëèöó èñòèííîñòè.
Ïðèìåð. Ïîñòðîèì òàáëèöó èñòèííîñòè ôîðìóëû èç ïðåäûäóùåãî ïðè-
ìåðà: A ∧ C → ¬(A ∨B) .
A B C A ∧ C A ∨B ¬(A ∨B) A ∧ C → ¬(A ∨B)
0 0 0 0 0 1 1
0 0 1 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0 1
1 0 0 0 1 0 1
1 0 1 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 0 0
Ôîðìóëà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé íàçûâàåòñß òîæäåñòâåííî èñòèííîé
(òîæäåñòâåííî ëîæíîé), åñëè îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèß èñòèíà (ëîæü) ïðè
ëþáûõ çíà÷åíèßõ âõîäßùèõ â íåå ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ.
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Åñëè ôîðìóëà A òîæäåñòâåííî èñòèííà, òî ïèøóò |= A .
Ôîðìóëà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé íàçûâàåòñß âûïîëíèìîé, åñëè îíà ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèß èñòèíà õîòß áû ïðè îäíîì íàáîðå çíà÷åíèé âõîäßùèõ â íåå
ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ.
Î÷åâèäíî, ÷òî îòðèöàíèå òîæäåñòâåííî èñòèííîé ôîðìóëû ßâëßåòñß
òîæäåñòâåííî ëîæíîé ôîðìóëîé, à îòðèöàíèå ôîðìóëû, êîòîðàß íå ßâëßåòñß
òîæäåñòâåííî èñòèííîé, ßâëßåòñß âûïîëíèìîé. ßñíî, ÷òî ôîðìóëà âûïîëíè-
ìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå òîæäåñòâåííî ëîæíà.
Ïðèìåð. Ôîðìóëà èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà A ∧ C → ¬(A ∨B) âûïîë-
íèìà, íî íå òîæäåñòâåííî èñòèííà.
Äâå ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé A è B íàçûâàþòñß ýêâèâàëåíò-
íûìè (A ∼ B ), åñëè îíè ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèß
ïðè ëþáûõ çíà÷åíèßõ âõîäßùèõ â íèõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, èëè,
äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè èõ òàáëèöû èñòèííîñòè ñîâïàäàþò.
Äëß ïðîâåðêè ýêâèâàëåíòíîñòè ôîðìóë äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü èõ òàáëè-
öû èñòèííîñòè, òî åñòü âû÷èñëèòü èõ èñòèííîñòíûå çíà÷åíèß íà âñåõ âîçìîæ-
íûõ íàáîðàõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ.
Ñëåäóþùèå ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ýêâèâàëåíòíû:
1. ¬¬A ∼ A
2. A ∧B ∼ B ∧ A
3. A ∨B ∼ B ∨ A
4. A ∧ (B ∧ C) ∼ (A ∧B) ∧ C
5. A ∨ (B ∨ C) ∼ (A ∨B) ∨ C
6. A ∧ (B ∨ C) ∼ (A ∧B) ∨ (A ∧ C)
7. A ∨ (B ∧ C) ∼ (A ∨B) ∧ (A ∨ C)
8. ¬(A ∧B) ∼ ¬A ∨ ¬B
9. ¬(A ∨B) ∼ ¬A ∧ ¬B
10. A→ B ∼ ¬A ∨B
11. A→ B ∼ ¬B → ¬A
12. A ∧ (A ∨B) ∼ A
13. A ∨ (A ∧B) ∼ A
14. A ∧ A ∼ A
15. A ∨ A ∼ A
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16. A ∧ ¬A ∼ 0
17. A ∨ ¬A ∼ 1
18. A→ (B → C) ∼ A ∧B → C
19. A→ (B → C) ∼ B → (A→ C)
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2 Òåîðåìà êîìïàêòíîñòè ëîãèêè âûñêàçûâàíèé
Ìíîæåñòâî ôîðìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé Γ íàçûâàåòñß âûïîëíèìûì,
åñëè ïðè íåêîòîðîì íàáîðå çíà÷åíèé ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, âõî-
äßùèõ â ôîðìóëû èç Γ , âñå ôîðìóëû ïðèíèìàþò çíà÷åíèå èñòèíà.
Ïðîâåðêà âûïîëíèìîñòè êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë îñóùåñòâëßåòñß
ïåðåáîðîì âñåõ âîçìîæíûõ íàáîðîâ çíà÷åíèé ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ è îïðåäåëåíèåì èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé âñåõ ôîðìóë íà êàæäîì íàáî-
ðå. Åñëè íà íåêîòîðîì íàáîðå âñå ôîðìóëû ïðèíèìàþò çíà÷åíèå èñòèíà, òî
ìíîæåñòâî ôîðìóë âûïîëíèìî. Ïðîâåðêó âûïîëíèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ìíî-
æåñòâà ôîðìóë ìîæíî ñâåñòè ê áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó ïðîâåðîê âûïîëíèìîñòè
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë.
Òåîðåìà êîìïàêòíîñòè. Ïóñòü Γ = {Ai : i ∈ N}  íåêîòîðîå (áåñ-
êîíå÷íîå) ìíîæåñòâî ôîðìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ
âûïîëíèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíèìî êàæäîå êîíå÷íîå ïîä-
ìíîæåñòâî ∆ ⊆ Γ.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû èñïîëüçóåò ïîíßòèå äåðåâà è ëåììó Êåíèãà äëß
áåñêîíå÷íûõ êîíå÷íî âåòâßùèõñß äåðåâüåâ. Îíî áóäåò ïðèâåäåíî â êîíöå ïà-
ðàãðàôà. Ñíà÷àëà äàäèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèß è äîêàæåì ñàìó ëåììó
Êåíèãà.
Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñß ñòðîãî ÷àñòè÷íî óïîðßäî÷åííûì, åñëè íà íåì
çàäàíî àíòèðåôëåêñèâíîå òðàíçèòèâíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå (êîòîðîå îáîçíà-
÷èì <), òî åñòü
1. äëß ëþáîãî x ∈ S íåâåðíî, ÷òî x < x (àíòèðåôëåêñèâíîñòü),
2. äëß ëþáûõ x, y, z ∈ S : åñëè x < y è y < z , òî x < z (òðàíçèòèâíîñòü).
Ñòðîãî ÷àñòè÷íî óïîðßäî÷åííîå ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñß ëèíåéíî óïî-
ðßäî÷åííûì, åñëè äëß ëþáûõ x, y ∈ S âûïîëíßåòñß óñëîâèå: x < y , èëè
y < x , èëè x = y .
Ëèíåéíî óïîðßäî÷åííîå ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñß âïîëíå óïîðßäî÷åí-
íûì, åñëè ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî S ′ ìíîæåñòâà S èìååò íàèìåíüøèé
ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî íà íåì îòíîøåíèß < , òî åñòü ñóùåñòâóåò
òàêîé ýëåìåíò x ∈ S ′ , ÷òî y < x íå âûïîëíßåòñß íè ïðè êàêîì y ∈ S ′ .
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Äåðåâîì íàçûâàåòñß ñòðîãî ÷àñòè÷íî óïîðßäî÷åííîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå
èìååò åäèíñòâåííûé íàèìåíüøèé ýëåìåíò, íàçûâàåìûé êîðíåì, è â êîòîðîì
ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäøåñòâåííèêîâ êàæäîãî åãî ýëåìåíòà îáðàçóåò âïîëíå óïî-
ðßäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Ýëåìåíòû äåðåâà íàçûâàþòñß åãî âåðøèíàìè.
Ïóñòü T  äåðåâî. Åñëè x, y ∈ T è x < y , òî x íàçûâàåòñß ïðåäøåñòâåí-
íèêîì y , à y  ïîñëåäîâàòåëåì x . Ýëåìåíò x íàçûâàåòñß íåïîñðåäñòâåííûì
ïðåäøåñòâåííèêîì ýëåìåíòà y è y  íåïîñðåäñòâåííûì ïîñëåäîâàòåëåì x ,
åñëè íå ñóùåñòâóåò z ∈ T òàêîãî, ÷òî x < z < y .
Äåðåâî íàçûâàåòñß áåñêîíå÷íûì, åñëè îíî ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå âåðøèí.
Äåðåâî íàçûâàåòñß êîíå÷íî âåòâßùèìñß, åñëè êàæäàß åãî âåðøèíà èìååò
êîíå÷íîå ÷èñëî íåïîñðåäñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëåé.
Äåðåâî íàçûâàåòñß áèíàðíûì, åñëè êàæäàß åãî âåðøèíà èìååò íå áîëåå
äâóõ íåïîñðåäñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëåé, è ïîëíûì áèíàðíûì, åñëè êàæäàß
åãî âåðøèíà èìååò ðîâíî äâóõ íåïîñðåäñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëåé.
Ëåììà Êåíèãà. Ëþáîå êîíå÷íî âåòâßùååñß áåñêîíå÷íîå äåðåâî ñîäåð-
æèò áåñêîíå÷íóþ âåòâü (òî åñòü ìàêñèìàëüíîå ëèíåéíî óïîðßäî÷åííîå
ïîäìíîæåñòâî).
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû Êåíèãà. Ïóñòü T  áåñêîíå÷íîå äåðåâî è x0 
åãî êîðåíü. Òàê êàê äåðåâî áåñêîíå÷íîå è êîíå÷íî âåòâßùååñß, òî ñðåäè íåïî-
ñðåäñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëåé x0 íàéäåòñß âåðøèíà, èìåþùàß áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ïîñëåäîâàòåëåé. Ïóñòü ýòî âåðøèíà x1 . Àíàëîãè÷íî ñðåäè íåïîñðåä-
ñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëåé x1 íàõîäèì âåðøèíó x2 , êîòîðàß èìååò áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ïîñëåäîâàòåëåé, è ò. ä. Â èòîãå ïîëó÷èì áåñêîíå÷íîå ëèíåéíî óïîðßäî-
÷åííîå ïîäìíîæåñòâî (âåòâü) x0, x1, x2, . . . 
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû êîìïàêòíîñòè.
Íåîáõîäèìîñòü: Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè Γ âûïîëíèìî, òî âûïîëíèìî è êàæ-
äîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Γ .
Äîñòàòî÷íîñòü: Ïóñòü {Bi|i ∈ N}  âñå ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå,
èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíû ôîðìóëû èç ìíîæåñòâà Γ .
Åñëè ìíîæåñòâî {Bi|i ∈ N} êîíå÷íî, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïðàêòè-
÷åñêè î÷åâèäíî. Òðåáóåìûé íàáîð çíà÷åíèé ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ
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ìîæíî íàéòè ïåðåáèðàß ïîäìíîæåñòâà, êàæäîå ñëåäóþùåå èç êîòîðûõ ñîäåð-
æèò ïðåäûäóùåå, óäàëßß êàæäûé ðàç òå íàáîðû çíà÷åíèé ïðîïîçèöèîíàëü-
íûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ïðèäàþò ëîæíîå çíà÷åíèå õîòß áû îäíîé ôîðìó-
ëå èç ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäìíîæåñòâà ôîðìóë. Â ñèëó óñëîâèß òåîðåìû, íà
êàæäîì øàãå ñóùåñòâóåò íàáîð, êîòîðûé ïðèäàåò èñòèííûå çíà÷åíèß âñåì
ôîðìóëàì èç óêàçàííîãî ïîäìíîæåñòâà. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò íàáîð, êîòîðûé
ïðèäàåò èñòèííûå çíà÷åíèß âñåì ôîðìóëàì èç ìíîæåñòâà Γ .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî {Bi|i ∈ N} áåñêîíå÷íî. Ïóñòü T  ïîë-
íîå áèíàðíîå äåðåâî. Èíòåðïðåòèðóåì ìåòêè 0 è 1 ïåðâîãî óðîâíß äåðåâà
(òî åñòü íåïîñðåäñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëåé êîðíåâîé âåðøèíû) êàê çíà÷åíèß
ïðîïîçèöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé B0 , ìåòêè {0, 0} , {0, 1} , {1, 0} , {1, 1} âòî-
ðîãî óðîâíß (íåïîñðåäñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëåé âåðøèí ïåðâîãî óðîâíß) êàê
çíà÷åíèß ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ B0 , B1 è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, ìåò-
êè n-ãî óðîâíß äåðåâà T èíòåðïðåòèðóþòñß êàê çíà÷åíèß ïåðåìåííûõ B0 ,
B1 ,. . . , Bn−1 .
Îïðåäåëèì ïîääåðåâî T ′ äåðåâà T . Ïóñòü {Bi|i ≤ i0}  íàèìåíüøåå
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà {Bi|i ∈ N} , ñîäåðæàùåå âñå ïðîïîçèöèîíàëüíûå
ïåðåìåííûå ôîðìóëû A0 . Äîáàâèì â ïîääåðåâî T ′ âñå âåðøèíû i0 -ãî óðîâíß
äåðåâà T è èõ ïðåäøåñòâåííèêîâ, ìåòêè êîòîðûõ ïðèäàþò èñòèííûå çíà÷å-
íèß ôîðìóëå A0 . Ïî óñëîâèþ òåîðåìû õîòß áû îäíà âåðøèíà i0 -ãî óðîâíß,
óäîâëåòâîðßþùàß ýòîìó óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò.
Àíàëîãè÷íî, {Bi|i ≤ i1}  íàèìåíüøåå ïîäìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå
ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå ôîðìóë A0 , A1 . Äîáàâèì â ïîääåðåâî T ′
âñå âåðøèíû i1 -ãî óðîâíß äåðåâà T è èõ ïðåäøåñòâåííèêîâ, ìåòêè êîòîðûõ
ïðèäàþò èñòèííûå çíà÷åíèß ôîðìóëàì A0 , A1 , è ò. ä.
ßñíî, ÷òî òàêèì îáðàçîì ïîñòðîåííîå áèíàðíîå äåðåâî áåñêîíå÷íî. Â ñè-
ëó ëåììû Êåíèãà, T ′ ñîäåðæèò áåñêîíå÷íóþ âåòâü. Â ñèëó ïîñòðîåíèß T ′ ,
âñå ôîðìóëû èç Γ ïðèíèìàþò èñòèííûå çíà÷åíèß, åñëè ïðèäàòü ïðîïîçèöèî-
íàëüíûì ïåðåìåííûì çíà÷åíèß èñòèííîñòè êàê íà ïîñòðîåííîé áåñêîíå÷íîé
âåòâè. 
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3 Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé
Ðàññìîòðèì àêñèîìàòè÷åñêóþ ëîãè÷åñêóþ ñèñòåìó, êîòîðàß åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì ñâßçàíà ñ ëîãèêîé âûñêàçûâàíèé. Â ýòîé àêñèîìàòè÷åñêîé ñèñòå-
ìå ìîæíî äîêàçàòü òå è òîëüêî òå ôîðìóëû, êîòîðûå ßâëßþòñß òîæäåñòâåííî
èñòèííûìè ôîðìóëàìè ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Åå íàçûâàþò èñ÷èñëåíèåì âû-
ñêàçûâàíèé.
Äëß îïèñàíèß ëîãè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèß íåîáõîäèìî óêàçàòü ßçûê, àêñèî-
ìû è ïðàâèëà âûâîäà èñ÷èñëåíèß, ïîíßòèå ôîðìóëû è äîêàçóåìîé ôîðìóëû
èñ÷èñëåíèß. ßçûê è ïîíßòèå ôîðìóëû èñ÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé ñîâïàäàþò
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîíßòèßìè ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Â êà÷åñòâå àêñèîì
âûáèðàþò ôîðìóëû (òîæäåñòâåííàß) èñòèííîñòü êîòîðûõ î÷åâèäíà èëè ëåã-
êî ïðîâåðßåìà, â êà÷åñòâå ïðàâèë âûâîäà  ïðàâèëà, êîòîðûå ïîçâîëßþò èç
(òîæäåñòâåííî) èñòèííûõ ôîðìóë ïîëó÷àòü (òîæäåñòâåííî) èñòèííûå ôîð-
ìóëû.
Àêñèîìû èñ÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé:
1. A→ (B → A)
2. (A→ B)→ ((A→ (B → C))→ (A→ C))
3. A ∧B → A
4. A ∧B → B
5. (A→ B)→ ((A→ C)→ (A→ B ∧ C))
6. A→ A ∨B
7. B → A ∨B
8. (A→ C)→ ((B → C)→ (A ∨B → C))
9. (A→ B)→ ((A→ ¬B)→ ¬A)
10. ¬¬A→ A
Ïðàâèëî âûâîäà èñ÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé: A,A→BB (ïðàâèëî Modus
Ponens). Ïðàâèëî ãëàñèò, ÷òî ôîðìóëà B ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ôîðìóë
A è A→ B .
Ôîðìóëà D íàçûâàåòñß äîêàçóåìîé (òåîðåìîé) (çàïèñûâàåòñß ` D),
åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë D1, D2, . . . , Dn òàêàß,
÷òî Dn = D è êàæäàß Di , i = 1.n , ëèáî àêñèîìà, ëèáî ïîëó÷àåòñß ïî ïðàâèëó
Modus Ponens èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë D1, D2, . . . , Dn íàçûâàåòñß äîêàçàòåëü-
ñòâîì, à ÷èñëî n  äëèíîé äîêàçàòåëüñòâà.
Ïðèìåð: A→ A  äîêàçóåìàß ôîðìóëà, äëèíà äîêàçàòåëüñòâà 5.
Äîêàçàòåëüñòâî:
1) (A→ (A→ A))→ ((A→ ((A→ A)→ A))→ (A→ A)) (àêñèîìà 2)
2) A→ (A→ A) (àêñèîìà 1)
3) (A → ((A → A) → A)) → (A → A) (ïîëó÷åíà ïî ïðàâèëó MP èç 2 è 1
ôîðìóë)
4) A→ ((A→ A)→ A) (àêñèîìà 1)
5) A→ A (ïîëó÷åíà ïî ïðàâèëó MP èç 4 è 3 ôîðìóë).
Ïðè ðàñøèðåíèè ìíîæåñòâà ôîðìóë, ê êîòîðûì ìîæíî ïðèìåíßòü ïðà-
âèëî âûâîäà, óâåëè÷èâàåòñß ìíîæåñòâî ôîðìóë, êîòîðûå ìîæíî äîêàçàòü.
Îáîáùèì ïîíßòèå äîêàçóåìîé ôîðìóëû.
Ôîðìóëà D íàçûâàòñß âûâîäèìîé èç ôîðìóë A1, A2, . . . , Am (îáîçíà-
÷àåòñß A1, A2, . . . , Am ` D), åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôîðìóë D1, D2, . . . , Dn òàêàß, ÷òî Dn = D è êàæäàß Di , i = 1.n , ëèáî
àêñèîìà, ëèáî îäíà èç ôîðìóë A1, A2, . . . , Am , ëèáî ïîëó÷àåòñß ïî ïðàâèëó
Modus Ponens èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë.
Î÷åâèäíî, ÷òî ôîðìóëà, âûâîäèìàß èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë, ßâ-
ëßåòñß äîêàçóåìîé. Êðîìå òîãî, ßñíî, ÷òî åñëè ôîðìóëà äîêàçóåìà, òî îíà
âûâîäèìà èç ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë.
Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàöèè âûâîäèìîñòè ëåãêî ñëåäóþò èç îïðåäåëå-
íèß ýòîé îïåðàöèè.
Ñâîéñòâà îïåðàöèè âûâîäèìîñòè `:
1) A1, A2, . . . , Am ` Ai äëß ëþáîãî i .
2) Åñëè A1, A2, . . . , Am ` B1 , A1, A2, . . . , Am ` B2 , . . . , A1, A2, . . . , Am ` Bp è
B1, B2, . . . , Bp ` C , òî A1, A2, . . . , Am ` C .
3) Åñëè A1, A2, . . . , Am ` B , òî A1, A2, . . . , Am, Am+1 ` B .
4) Åñëè A1, . . . , Ai, . . . , Aj, . . . , Am ` B , òî A1, . . . , Aj, . . . , Ai, . . . , Am ` B .
Òåîðåìà äåäóêöèè: Åñëè Γ  íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôîð-
ìóë èñ÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé, A,B  ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû èñ÷èñëåíèß
âûñêàçûâàíèé è Γ, A ` B , òî Γ ` A→ B .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñß èíäóêöèåé ïî
äëèíå n âûâîäà ôîðìóëû B èç ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ, A .
Áàçèñ èíäóêöèè. Åñëè äëèíà âûâîäà n = 1 , òî âîçìîæíû 3 ñëó÷àß:
1)B  àêñèîìà,
2)B = A ,
3)B ∈ Γ .
Ïîñòðîèì âûâîä ôîðìóëû A → B èç Γ . Âî âòîðîì ñëó÷àå ôîðìóëà
ïðèíèìàåò âèä A→ A . Ýòî äîêàçóåìàß ôîðìóëà (ñì. ïðèìåð âûøå), çíà÷èò
îíà âûâîäèìà èç ëþáîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë, â ÷àñòíîñòè, èç Γ . Â ïåðâîì è
òðåòüåì ñëó÷àßõ:
1. B → (A→ B) (àêñèîìà 1)
2. B (àêñèîìà èëè B ∈ Γ)
3. A→ B (MP(2,1)).
Èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå: äîïóñòèì, óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåä-
ëèâî äëß ñëó÷àß, êîãäà äëèíà âûâîäà B èç Γ, A íå ïðåâîñõîäèò n .
Øàã èíäóêöèè: ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äëèíà ñîîòâåòñòâóþùåãî âû-
âîäà åñòü n + 1 .
Â ñèëó îïðåäåëåíèß âûâîäèìîñòè íà (n + 1)îì øàãå âîçìîæíû ñëåäó-
þùèå ñëó÷àè:
1) B  àêñèîìà,
2) B = A ,
3) B ∈ Γ ,
4) B = MP (Pi, Pj) , ãäå 1 ≤ i, j ≤ n , òî åñòü B ïîëó÷åíà ïî ïðàâèëó Modus
Ponens èç ôîðìóë Pi è Pj .
Äîêàçàòåëüñòâî äëß ïåðâûõ òðåõ ñëó÷àåâ ïðîâîäèòñß òàêæå, êàê â áàçèñå
èíäóêöèè.
Ðàññìîòðèì 4 ñëó÷àé. Ïóñòü P1, P2, . . . , Pn+1 åñòü âûâîä B èç Γ, A .
Ïîñêîëüêó B ïîëó÷åíà ïî ïðàâèëó Modus Ponens èç ôîðìóë Pi è Pj , òî
Pj = Pi → B . Ïîñêîëüêó Γ, A ` Pi íà iîì øàãå âûâîäà è Γ, A ` Pj íà jîì
øàãå âûâîäà è i, j ≤ n , òî äëß ôîðìóë Pi è Pj , â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåä-
ïîëîæåíèß, óòâåðæäåíèå òåîðåìû óæå äîêàçàíî, òî åñòü
Γ ` A→ Pi
Γ ` A→ (Pi → B) .
Ïîñòðîèì òðåáóåìûé â çàêëþ÷åíèè òåîðåìû âûâîä:
Γ ` (A→ Pi)→ ((A→ (Pi → B))→ (A→ B)) (àêñèîìà 2)
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Γ ` (A → (Pi → B)) → (A → B) (ïî ïðàâèëó MP èç ïðåäûäóùåé ôîðìóëû
è èç Γ ` A→ Pi )
Γ ` A → B (ïî ïðàâèëó MP èç ïðåäûäóùåé ôîðìóëû è èç ôîðìóëû
Γ ` A→ (Pi → B)). 
Ñëåäñòâèåì òåîðåìû äåäóêöèè ßâëßþòñß ñëåäóþùèå ïðàâèëà, êîòîðûå
ïîçâîëßþò ïðîùå óñòàíàâëèâàòü âûâîäèìîñòü ôîðìóë.
Ïðàâèëà ââåäåíèß è óäàëåíèß ëîãè÷åñêèõ ñèìâîëîâ:
1) ââåäåíèå êîíúþíêöèè: A,B ` A ∧B ,
2) óäàëåíèå êîíúþíêöèè: A ∧B ` A , A ∧B ` B ,
3) ââåäåíèå äèçúþíêöèè: A ` A ∨B , B ` A ∨B ,
4) óäàëåíèå äèçúþíêöèè: åñëè A ` C è B ` C , òî A ∨B ` C ,
5) ââåäåíèå èìïëèêàöèè: åñëè Γ, A ` B , òî Γ ` A→ B ,
6) óäàëåíèå èìïëèêàöèè: A,A→ B ` B ,
7) ââåäåíèå îòðèöàíèß: åñëè A ` B è A ` ¬B , òî ` ¬A ,
8) óäàëåíèå îòðèöàíèß: ¬¬A ` A .
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðàâèëà ââåäåíèß è óäàëåíèß èìïëèêàöèè (5 è 6) 
ýòî òåîðåìà äåäóêöèè è ïðàâèëî Modus Ponens ñîîòâåòñòâåííî. Ïðàâèëî óäà-
ëåíèß êîíúþíêöèè 2) ïîëó÷àåòñß ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà Modus Ponens ê ôîð-
ìóëå A ∧ B è àêñèîìàì 3, 4. Ïðàâèëî ââåäåíèß äèçúþíêöèè 3) ïîëó÷àåòñß
ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà Modus Ponens ê ôîðìóëå A è àêñèîìå 6 èëè ê ôîðìó-
ëå B è àêñèîìå 7. Ïðàâèëî óäàëåíèß îòðèöàíèß 8)  ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà
Modus Ponens ê ôîðìóëå ¬¬A è àêñèîìå 10. Äîêàæåì îñòàâøèåñß ïðàâèëà.
1) ââåäåíèå êîíúþíêöèè.
1. A,B ` (A→ A)→ ((A→ B)→ (A→ A ∧B)) (àêñèîìà 5)
2. A,B ` A→ (A→ A) (àêñèîìà 1)
3. A,B ` A
4. A,B ` A→ A (MP(3, 2))
5. A,B ` (A→ B)→ (A→ A ∧B) (MP(4, 1))
6. A,B ` B → (A→ B) (àêñèîìà 1)
7. A,B ` B
8. A,B ` A→ B (MP(7, 6))
9. A,B ` A→ A ∧B (MP(8, 5))
10. A,B ` A ∧B (MP(3, 9))
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4) óäàëåíèå äèçúþíêöèè:
1. A ∨B ` (A→ C)→ ((B → C)→ (A ∨B → C)) (àêñèîìà 8)
2. A ` C (äîïóùåíèå ïðàâèëà)
3. ` A→ C (òåîðåìà äåäóêöèè, ïðèìåíåííàß ê øàãó 2)
4. A ∨B ` A→ C (ñâîéñòâî îïåðàöèè `)
5. A ∨B ` (B → C)→ (A ∨B → C) (MP(4, 1))
6. B ` C (äîïóùåíèå ïðàâèëà)
7. ` B → C (òåîðåìà äåäóêöèè, ïðèìåíåííàß ê øàãó 6)
8. A ∨B ` B → C (ñâîéñòâî îïåðàöèè `)
9. A ∨B ` A ∨B → C (MP(8, 5))
10.A ∨B ` A ∨B
11. A ∨B ` C (MP(10, 9))
7) ââåäåíèå îòðèöàíèß:
1. (A→ B)→ ((A→ ¬B)→ ¬A) (àêñèîìà 9)
2. A ` B (äîïóùåíèå ïðàâèëà)
3. ` A→ B (òåîðåìà äåäóêöèè, ïðèìåíåííàß ê øàãó 2)
4. (A→ ¬B)→ ¬A (MP(3, 1))
5. A ` ¬B (äîïóùåíèå ïðàâèëà)
6. ` A→ ¬B (òåîðåìà äåäóêöèè, ïðèìåíåííàß ê øàãó 4)
7. ` ¬A (MP(6, 4)). 
Òåîðåìà (çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî): Äëß ëþáîé ôîðìóëû èñ-
÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé A äîêàçóåìà ôîðìóëà A ∨ ¬A, òî åñòü ` A ∨ ¬A.
Äîêàçàòåëüñòâî.
1. ¬(A ∨ ¬A), A ` ¬(A ∨ ¬A)
2. ¬(A ∨ ¬A), A ` A ∨ ¬A (ââåäåíèå ∨)
3. ¬(A ∨ ¬A) ` ¬A (ââåäåíèå ¬)
4. ¬A ` A ∨ ¬A (ââåäåíèå ∨)
5. ¬(A ∨ ¬A) ` A ∨ ¬A (ñëåäóåò èç 3, 4 â ñèëó ñâîéñòâ îïåðàöèè `)
6. ¬(A ∨ ¬A) ` ¬(A ∨ ¬A)
7. ` ¬¬(A ∨ ¬A) (ââåäåíèå ¬)
8. ` A ∨ ¬A (óäàëåíèå ¬). 
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4 Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü è ïîëíîòà èñ÷èñëåíèß âûñêàçû-
âàíèé
Ëîãè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå íåïðîòèâîðå÷èâî, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîé ôîð-
ìóëû A , ÷òî äîêàçóåìî A è äîêàçóåìî ¬A , òî åñòü ` A è ` ¬A .
Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü íåïðîòèâîðå÷èâîñòü èñ÷èñëåíèß
âûñêàçûâàíèé, äîêàæåì äâå ëåììû.
Ëåììà 1. Ëþáàß äîêàçóåìàß ôîðìóëà èñ÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé òîæ-
äåñòâåííî èñòèííà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëß äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñïðà-
âåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèé:
1. êàæäàß àêñèîìà òîæäåñòâåííî èñòèííà,
2. ïðèìåíåíèå ïðàâèëà âûâîäà (Modus Ponens) ê òîæäåñòâåííî èñòèííûì
ôîðìóëàì äàåò òîæäåñòâåííî èñòèííóþ ôîðìóëó.
Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ïðîâåðßåòñß ïîñòðîåíèåì òàáëèö èñòèííîñòè äëß
àêñèîì. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü A , A → B òîæäåñòâåííî èñ-
òèííû. Äîïóñòèì, ÷òî B íå òîæäåñòâåííî èñòèííà. Òîãäà îíà ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå ëîæü ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèßõ âõîäßùèõ â íåå ïðîïîçèöèîíàëüíûõ
ïåðåìåííûõ. Ôîðìóëà A ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èñòèíà íà ýòîì íàáîðå ïðîïî-
çèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà A → B òàêæå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ëîæü
íà óêàçàííîì íàáîðå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîæäåñòâåííîé èñòèííîñòè ôîðìóëû
A→ B . 
Ñëåäóþùàß ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî èç ïðîòèâîðå÷èâîãî ìíîæåñòâà ôîð-
ìóë èñ÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé ìîæåò áûòü âûâåäåíà ëþáàß ôîðìóëà èñ÷èñ-
ëåíèß âûñêàçûâàíèé.
Ëåììà 2. Äëß ëþáîé ôîðìóëû èñ÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé A âåðíî
A,¬A ` B , ãäå B  ïðîèçâîëüíàß ôîðìóëà èñ÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî.
1. A,¬A,¬B ` A
2. A,¬A,¬B ` ¬A
3. A,¬A ` ¬¬B (ââåäåíèå ¬)
4. A,¬A ` B (óäàëåíèå ¬). 
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Òåîðåìà (î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè èñ÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé).
Èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé íåïðîòèâîðå÷èâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé ïðîòèâîðå-
÷èâî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôîðìóëà A òàêàß, ÷òî ` A è ` ¬A . Çíà÷èò, â ñèëó
ëåììû 2, â èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé ëþáàß ôîðìóëà äîêàçóåìà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â ñèëó ëåììû 1, ëþáàß ôîðìóëà èñ÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé òîæäå-
ñòâåííî èñòèííà. Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî íå ëþáàß ôîðìóëà èñ-
÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé òîæäåñòâåííî èñòèííà (íàïðèìåð, ôîðìóëà A→ B 
íå òîæäåñòâåííî èñòèííà). 
Òåîðåìà (î ïîëíîòå èñ÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé). Èñ÷èñëåíèå âû-
ñêàçûâàíèé ïîëíî â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáàß òîæäåñòâåííî èñòèííàß ôîð-
ìóëà äîêàçóåìà.
Äëß äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ïîëíîòå, íàì ïîòðåáóþòñß ñëåäóþùåå
îïðåäåëåíèå è âñïîìîãàòåëüíàß ëåììà.
Ïóñòü A  ïðîèçâîëüíàß ôîðìóëà èñ÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé, êîòî-
ðàß ñîñòàâëåíà èç ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ P1, P2, . . . , Pn . Ïóñòü
ýòè ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò íåêîòîðûå çíà÷åíèß 0 è 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Q1, Q2, . . . , Qn , ãäå
Qi =
{
Pi, åñëè Pi = 1
¬Pi, åñëè Pi = 0 ,
íàçûâàåòñß ñîîòâåòñòâóþùåé n-êîé äëß ôîðìóëû A .
Ëåììà 3. Ïóñòü ôîðìóëà A ñîñòàâëåíà èç ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïå-
ðåìåííûõ P1, P2, . . . , Pn . Ïóñòü ýòè ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò íåêîòîðûå
çíà÷åíèß 0,1 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Q1, Q2, . . . , Qn ßâëßåòñß ñîîòâåòñò-
âóþùåé n-êîé. Òîãäà åñëè A ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèßõ P1, P2, . . . , Pn ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèå 1, òî Q1, Q2, . . . , Qn âûâîäèò A (Q1, Q2, . . . , Qn ` A).
Åñëè A ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèßõ P1, P2, . . . , Pn ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, òî
Q1, Q2, . . . , Qn âûâîäèò ¬A (Q1, Q2, . . . , Qn ` ¬A).
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Áóäåì äîêàçûâàòü ëåììó èíäóêöèåé ïî êîëè-
÷åñòâó ëîãè÷åñêèõ çíàêîâ m , ó÷àñòâóþùèõ â ïîñòðîåíèå ôîðìóëû A .
Áàçèñ èíäóêöèè: m = 0 , òîãäà A = P è âîçìîæíû 2 ñëó÷àß:
1) P = 0 è A = 0 , òîãäà Q = ¬P . Óòâåðæäåíèå ëåììû ¬P ` ¬A èëè
¬A ` ¬A â ýòîì ñëó÷àå î÷åâèäíî.
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2) P = 1 è A = 1 , òîãäà Q = P . Óòâåðæäåíèå ëåììû P ` A èëè A ` A
òàêæå î÷åâèäíî.
Äîïóñòèì, ëåììà äîêàçàíà äëß ôîðìóë, â ïîñòðîåíèè êîòîðûõ ó÷àñòâóåò
íå áîëåå m ëîãè÷åñêèõ çíàêîâ. Äîêàæåì åå äëß ôîðìóë ñ m+ 1 ëîãè÷åñêèì
çíàêîì. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé ëîãè÷åñêèé çíàê âõîäèò â ôîðìóëó
ïîñëåäíèì, âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
1. A = B ∧ C ,
2. A = B ∨ C ,
3. A = B → C ,
4. A = ¬B .
Äëß ôîðìóë B è C ëåììà óæå äîêàçàíà, òàê êàê îíè ñîäåðæàò íå áîëåå
m ëîãè÷åñêèõ çíàêîâ. Ïîýòîìó â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå çíà÷åíèß ïðè-
íèìàþò ôîðìóëû B è C , äîêàçàíî:
Q1, Q2, . . . , Qn ` B , Q1, Q2, . . . , Qn ` C , åñëè B = 1 è C = 1 ,
Q1, Q2, . . . , Qn ` B , Q1, Q2, . . . , Qn ` ¬C , åñëè B = 1 è C = 0 ,
Q1, Q2, . . . , Qn ` ¬B , Q1, Q2, . . . , Qn ` C , åñëè B = 0 è C = 1 ,
Q1, Q2, . . . , Qn ` ¬B , Q1, Q2, . . . , Qn ` ¬C , åñëè B = 0 è C = 0 .
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïîñëåäíèé ëîãè÷åñêèé çíàê, âõîäßùèé â ôîð-
ìóëó A åñòü êîíúþíêöèß: A = B ∧ C . Â ýòîì ñëó÷àå â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé, êîòîðûå ïðèíèìàþò ôîðìóëû B è C , òðåáóåòñß äîêàçàòü:
1.1. Q1, Q2, . . . , Qn ` A , åñëè B = 1 è C = 1 , òàê êàê A = 1 ,
1.2. Q1, Q2, . . . , Qn ` ¬A , åñëè B = 1 è C = 0 , òàê êàê A = 0 ,
1.3. Q1, Q2, . . . , Qn ` ¬A , åñëè B = 0 è C = 1 , òàê êàê A = 0 ,
1.4. Q1, Q2, . . . , Qn ` ¬A , åñëè B = 0 è C = 0 , òàê êàê A = 0 .
Äëß äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü âûâîäû:
1.1 B,C ` B ∧ C
1.2. B,¬C ` ¬(B ∧ C)
1.3. ¬B,C ` ¬(B ∧ C)
1.4. ¬B,¬C ` ¬(B ∧ C) .
Ðàçáåðåì ñëó÷àé 1.2:
1) B,¬C,B ∧ C ` ¬C (â ñèëó ñâîéñòâ îïåðàöèè `)
2) B,¬C,B ∧ C ` C (óäàëåíèè ∧)
3) B,¬C ` ¬(B ∧ C) (ââåäåíèå ¬).
Â ñëó÷àßõ 1.3, 1.4 âûâîäû ñòðîßòñß àíàëîãè÷íî, ñëó÷àé 1.1  ïðàâèëî
ââåäåíèå êîíúþíêöèè.
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Ñëó÷àè, êîãäà ïîñëåäíèé ëîãè÷åñêèé çíàê, âõîäßùèé â ôîðìóëó, åñòü
äèçúþíêöèß, èìïëèêàöèß èëè îòðèöàíèå 2)  4), ðàññìàòðèâàþòñß àíàëîãè÷-
íî. 
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ïîëíîòå.Ïóñòü A  òîæäåñòâåííî èñòèííàß
ôîðìóëà, ñîñòàâëåííàß èç ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ P1, P2, . . . , Pn .
Äîêàæåì òåîðåìó äëß ñëó÷àß, êîãäà ÷èñëî ïåðåìåííûõ, âõîäßùèõ â ôîð-
ìóëó, ðàâíî òðåì. Äîêàçàòåëüñòâî â îáùåì ñëó÷àå ïðîâîäèòñß àíàëîãè÷íî.
Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, â ñèëó ëåì-
ìû 3, ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå âûâîäû:
P1 = 1, P2 = 1, P3 = 1 ⇒ P1, P2, P3 ` A (1)
P1 = 1, P2 = 1, P3 = 0 ⇒ P1, P2,¬P3 ` A (2)
P1 = 1, P2 = 0, P3 = 1 ⇒ P1,¬P2, P3 ` A (3)
P1 = 1, P2 = 0, P3 = 0 ⇒ P1,¬P2,¬P3 ` A (4)
P1 = 0, P2 = 1, P3 = 1 ⇒ ¬P1, P2, P3 ` A (5)
P1 = 0, P2 = 1, P3 = 0 ⇒ ¬P1, P2,¬P3 ` A (6)
P1 = 0, P2 = 0, P3 = 1 ⇒ ¬P1,¬P2, P3 ` A (7)
P1 = 0, P2 = 0, P3 = 0 ⇒ ¬P1,¬P2,¬P3 ` A (8)
Ê ïàðàì âûâîäîâ (1, 2), (3, 4), (5, 6) è (7, 8) ïðèìåíßåì ïðàâèëî óäàëåíèß
äèçúþíêöèè:
P1, P2, P3 ∨ ¬P3 ` A (9)
P1,¬P2, P3 ∨ ¬P3 ` A (10)
¬P1, P2, P3 ∨ ¬P3 ` A (11)
¬P1,¬P2, P3 ∨ ¬P3 ` A (12)
Åùå ðàç ïðèìåíßåì ïðàâèëî óäàëåíèß äèçúþíêöèè ê ïàðàì âûâîäîâ (9,
10) è (11, 12):
P1, P2 ∨ ¬P2, P3 ∨ ¬P3 ` A (13)
¬P1, P2 ∨ ¬P2, P3 ∨ ¬P3 ` A (14)
Ïîñëåäíèé ðàç ïðèìåíßåì ïðàâèëî óäàëåíèß äèçúþíêöèè, ïîñëå ÷åãî
èñïîëüçóåì çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî:
P1 ∨ ¬P1, P2 ∨ ¬P2, P3 ∨ ¬P3 ` A
` A . 
Äâå ôîðìóëû èñ÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé A è B íàçûâàþòñß ðàâíîñèëü-
íûìè (A a` B ), åñëè A ` B è B ` A .
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Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìóëû ýêâèâàëåíòíû (îïðåäåëåíèå äàíî â ïåðâîì ïà-
ðàãðàôå) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ðàâíîñèëüíû.
Ñëåäñòâèå (òåîðåìû î ïîëíîòå èñ÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé).
A ∼ B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A a` B .
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü (⇒): Ïóñòü A ∼ B . Òîãäà òàáëèöû
èñòèííîñòè ôîðìóë A è B ñîâïàäàþò. Çíà÷èò, ôîðìóëà (A→ B)∧ (B → A)
òîæäåñòâåííî èñòèííà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå î ïîëíîòå îíà äîêàçóåìà:
` (A→ B) ∧ (B → A) .
Ïî ïðàâèëó óäàëåíèß êîíúþíêöèè äîêàçóåìû ôîðìóëû: ` A → B è
` B → A . Ïî ïðàâèëó óäàëåíèß èìïëèêàöèè: A ` B è B ` A . Â ñèëó
îïðåäåëåíèß ðàâíîñèëüíûõ ôîðìóë, A a` B .
Äîñòàòî÷íîñòü (⇐): Ïóñòü A a` B . Òîãäà A ` B , B ` A .
Ïî ïðàâèäó ââåäåíèß èìïëèêàöèè:` A→ B è ` B → A .
Ïî ïðàâèëó ââåäåíèß êîíúþíêöèè: ` (A→ B) ∧ (B → A) .
Ïîñêîëüêó ôîðìóëà äîêàçóåìà, çíà÷èò, ïî ëåììå 1, îíà òîæäåñòâåííî èñ-
òèííà. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî A è B èìåþò ðàçíûå òàáëèöû èñòèííîñòè ïðèäåì ê
ïðîòèâîðå÷èþ ñ òîæäåñòâåííîé èñòèííîñòüþ ôîðìóëû (A→ B) ∧ (B → A) .
Ñëåäîâàòåëüíî, A è B èìåþò îäèíàêîâûå òàáëèöû èñòèííîñòè, òî åñòü
A ∼ B . 
Â ñèëó òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî ñëåäñòâèß òåîðåìû î ïîëíîòå, â èñ÷èñ-
ëåíèè âûñêàçûâàíèé ðàâíîñèëüíûìè ßâëßþòñß âñå ïàðû ôîðìóë, êîòîðûå
ïðèâåäåíû â êîíöå ïåðâîãî ïàðàãðàôà.
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5 Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ
Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî M è A : Mn → {0, 1}  ôóíêöèß,
êîòîðàß ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èñòèíà èëè ëîæü íà êàæäîì íàáîðå çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ, òî åñòü ôóíêöèß, êîòîðàß ïðè ïîäñòàíîâêå ïåðåìåííûõ ñòàíî-
âèòñß âûñêàçûâàíèåì (èñòèííûì èëè ëîæíûì). Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþò
ïðåäèêàòàìè îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.
Åñëè n = 0 , òî ïðåäèêàò ßâëßåòñß âûñêàçûâàíèåì.
Ïóñòü A : Mn → {0, 1}  ïðåäèêàò îò n ïåðåìåííûõ, òîãäà
∃xiA(x1, x2, . . . , xn) è ∀xiA(x1, x2, . . . , xn)  ïðåäèêàòû îò n− 1 ïåðåìåííîé,
ãäå ∃ è ∀  êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèß è âñåîáùíîñòè ñîîòâåòñòâåííî.
Åñëè A(x)  ïðåäèêàò îò îäíîé ïåðåìåííîé, çàäàííûé íà ìíîæåñòâå M ,
òî ∃xA(x) è ∀xA(x)  âûñêàçûâàíèß, ïðè÷åì ∀xA(x)  èñòèííî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà A(x) èñòèííî äëß ëþáîãî x ∈ M è ∃xA(x)  èñòèííî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A(x) èñòèííî ïðè íåêîòîðîì x ∈M .
Ïåðåìåííàß, íå ñâßçàííàß íèêàêèì êâàíòîðîì, íàçûâàåòñß ñâîáîäíîé.
Ïåðåìåííàß, ñâßçàííàß ëèáî êâàíòîðîì âñåîáùíîñòè, ëèáî êâàíòîðîì ñóùå-
ñòâîâàíèß, íàçûâàåòñß ñâßçàííîé.
Îïðåäåëèì ßçûê è îñíîâíûå ïîíßòèß ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.
ßçûê ëîãèêè ïðåäèêàòîâ:
1) ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå. Áóäåì èõ îáîçíà÷àòü ìàëûìè ëàòèíñêèìè áóêâà-
ìè, âîçìîæíî ñ èíäåêñàìè: x, y, z, . . . , x1, x2, x3, . . . ,
2) ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû ∧,∨,→,¬,∀,∃ ,
3) âñïîìîãàòåëüíûå ñèìâîëû: çàïßòàß, îòêðûâàþùàßñß ñêîáêà (, çàêðûâàþ-
ùàßñß ñêîáêà ),
4) ñèìâîëû ñèãíàòóðû Σ , òî åñòü
à) ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû: An(x1, x2, . . . , xn), Bk(y1, y2, . . . , yk), . . . ,
á) ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû: fn(x1, x2, . . . , xn), gk(y1, y2, . . . , yk), . . .
Äëß êàæäîãî ñèìâîëà êàê ïðåäèêàòíîãî, òàê è ôóíêöèîíàëüíîãî óêàçûâàåòñß
åãî ìåñòíîñòü, òî åñòü ÷èñëî ïåðåìåííûõ, îò êîòîðûõ îí çàâèñèò. Íóëüìåñò-
íûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë íàçûâàåòñß ñèìâîëîì âûñêàçûâàíèé, íóëüìåñòíûé
ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë  ñèìâîëîì êîíñòàíòû.
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Èíòåðïðåòàöèåé ñèãíàòóðû Σ íà ìíîæåñòâå M íàçûâàåòñß ñîïîñòàâ-
ëåíèå êàæäîìó ñèìâîëó èç Σ íåêîòîðîé ôóíêöèè f : Mn → M (äëß ôóíê-
öèîíàëüíîãî ñèìâîëà) èëè A : Mn → {0, 1} (äëß ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà).
Ìîäåëüþ ñèãíàòóðû Σ íàçûâàåòñß 〈M, f1, f2, . . . , fn, A1, A2, . . . , Ak〉 , ãäå
M  íåïóñòîå ìíîæåñòâî (íàçûâàåìîå óíèâåðñóìîì ìîäåëè), à f1, f2, . . . , fn, A1,
A2, . . . , Ak  èíòåðïðåòàöèß ñèãíàòóðû Σ íà ýòîì ìíîæåñòâå.
Ïðèìåð. Ïóñòü Σ = {f 1, g0, h2, A3, B2}  ñèãíàòóðà, ñîñòîßùàß èç îäíî-
ìåñòíîãî, íóëüìåñòíîãî è äâóõìåñòíîãî ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ è òðåõ-
ìåñòíîãî, äâóõìåñòíîãî ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ. Ðàññìîòðèì èíòåðïðåòàöèþ
ñèãíàòóðû Σ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N : f(x) = x , g = 1 ,
h(x, y) = xy , A(x, y, z) = 1⇔ x + y = z , B(x, y) = 1⇔ x < y .
Îïðåäåëèì ïîíßòèå òåðìà ïî èíäóêöèè:
1) êàæäàß ïðåäìåòíàß ïåðåìåííàß  òåðì,
2) êàæäûé ñèìâîë êîíñòàíòû  òåðì,
3) åñëè t1, t2, . . . , tn  òåðìû è f  nìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë, òî
f(t1, t2, ..., tn) òàêæå òåðì.
Ïðèìåð. Ïóñòü Σ = {f 1, g0, h2}  ñèãíàòóðà, ñîñòîßùàß èç îäíîìåñòíîãî,
íóëüìåñòíîãî è äâóõìåñòíîãî ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ. Òåðìàìè ñèãíàòó-
ðû Σ ßâëßþòñß: g, x, y, x1, z3, . . . , f(x), f(g), h(x, y), h(x, x), h(x, g), h(g, g), . . . ,
f(h(f(y), g)), h(h(x1, f(y)), f(h(g, z3))) è ò. ä.
Àòîìàðíîé ôîðìóëîé íàçûâàåòñß âûðàæåíèå A(t1, t2, . . . , tn) , ãäå A 
nìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, à t1, t2, . . . , tn  òåðìû.
Îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè ïîíßòèå ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Âìåñòå ñ
îïðåäåëåíèåì ôîðìóëû, äàäèì îïðåäåëåíèå ñâîáîäíîé è ñâßçàííîé ïåðåìåí-
íîé:
1) àòîìàðíàß ôîðìóëà åñòü ôîðìóëà, êàæäàß ïðåäìåòíàß ïåðåìåííàß, âõî-
äßùàß â àòîìàðíóþ ôîðìóëó, âõîäèò â íåå ñâîáîäíî,
2) ïóñòü A  ôîðìóëà, òîãäà ¬A  ôîðìóëà, ïåðåìåííûå, êîòîðûå áûëè â A
ñâîáîäíû, â ¬A òàêæå ñâîáîäíû, êîòîðûå áûëè â A ñâßçàííû, â ¬A òàêæå
ñâßçàííû,
3) ïóñòü A è B  ôîðìóëû, ïðè÷åì ïåðåìåííûå, êîòîðûå âõîäßò â îä-
íó èç ôîðìóë ñâîáîäíî, íå ìîãóò âõîäèòü â äðóãóþ ñâßçàííî. Òîãäà
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(A∧B), (A∨B), (A→ B)  ôîðìóëû, ïðè÷åì ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ñîâïàäà-
þò ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè, à ñâßçàííûå  ñî ñâßçàííûìè ïåðåìåííûìè
ôîðìóë A è B ,
4) ïóñòü A(x)  ôîðìóëà, ñîäåðæàùàß ïåðåìåííóþ x ñâîáîäíî, òîãäà ∀xA(x) ,
∃xA(x)  ôîðìóëû, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ x ñâßçàííî.
Ïðèìåð. Ïóñòü Σ = {f 1, g0, h2, A3, B2, C0}  ñèãíàòóðà, ñîñòîßùàß èç
îäíîìåñòíîãî, íóëüìåñòíîãî è äâóõìåñòíîãî ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ è
òðåõìåñòíîãî, äâóõìåñòíîãî è íóëüìåñòíîãî ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ. Òåðìû
ñèãíàòóðû Σ îïðåäåëåíû â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.
Àòîìàðíûìè ôîðìóëàìè áóäóò, íàïðèìåð, ôîðìóëû:
A(y, f(x), f(h(g, z3)))  àòîìàðíàß ôîðìóëà ñ òðåìß ñâîáîäíûìè ïåðåìåííû-
ìè,
B(h(g, g), f(h(f(y), g)))  àòîìàðíàß ôîðìóëà ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé,
A(h(g, g), f(g), g), C  àòîìàðíûå ôîðìóëû áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.
Ôîðìóëàìè ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ßâëßþòñß:
∃xA(y, f(x), f(h(g, z3)))→ B(h(g, g), f(h(f(y), g))∨A(f(g), f(g), g)  ôîðìó-
ëà ñ äâóìß ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè y, z3 è ñî ñâßçàííîé ïåðåìåííîé x ,
∃x(∃y(B(h(g, g), f(h(f(y), g)))∧C)→ ∀z3∀yA(y, f(x), f(h(g, z3))))  ôîðìóëà
áåç ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.
Ôîðìóëà A íàçûâàåòñßòîæäåñòâåííî èñòèííîé (òîæäåñòâåííî ëîæ-
íîé) íà ìîäåëè M , åñëè îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èñòèíà (ëîæü) ïðè ëþáûõ
èç óíèâåðñóìà ìîäåëè çíà÷åíèßõ âõîäßùèõ â åå ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.
Ôîðìóëà A íàçûâàåòñß âûïîëíèìîé íà ìîäåëè M , åñëè îíà ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå èñòèíà ïðè íåêîòîðûõ èç óíèâåðñóìà ìîäåëè çíà÷åíèßõ âõîäßùèõ
â åå ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.
Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà ìîæåò áûòü òîæäåñòâåííî èñòèííà íà îäíîé
ìîäåëè, ïðè ýòîì íà äðóãîé ìîäåëè îíà ìîæåò áûòü ëèáî âûïîëíèìà, ëèáî
òîæäåñòâåííî ëîæíà. Îñíîâíîå âíèìàíèå â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ óäåëßþò ôîð-
ìóëàì, êîòîðûå òîæäåñòâåííî èñòèííû íà ëþáîé ìîäåëè èëè âûïîëíèìû õîòß
áû íà îäíîé ìîäåëè. Ïîýòîìó ïîíßòèß òîæäåñòâåííî èñòèííîé, âûïîëíèìîé,
òîæäåñòâåííî ëîæíîé ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ íå ñâßçàíû ñ ìîäåëüþ,
íà êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñß ôîðìóëà, íåîáõîäèìî ëèøü, ÷òîáû ñèãíàòóðà
ìîäåëè ñîäåðæàëà ñèãíàòóðó ôîðìóëû.
23
Ôîðìóëà A íàçûâàåòñßòîæäåñòâåííî èñòèííîé (òîæäåñòâåííî ëîæ-
íîé), åñëè îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èñòèíà (ëîæü) íà ëþáîé ìîäåëè M , ñèãíà-
òóðà êîòîðîé ñîäåðæèò ñèãíàòóðó ôîðìóëû, ïðè ëþáûõ çíà÷åíèßõ âõîäßùèõ
â åå ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.
Ôîðìóëà A íàçûâàåòñß âûïîëíèìîé, åñëè îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èñ-
òèíà íà íåêîòîðîé (õîòß áû îäíîé) ìîäåëè M , ñèãíàòóðà êîòîðîé ñîäåðæèò
ñèãíàòóðó ôîðìóëû, ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèßõ âõîäßùèõ â åå ñâîáîäíûõ ïå-
ðåìåííûõ.
Ôîðìóëû A è B íàçûâàþòñß ýêâèâàëåíòíûìè íà ìîäåëè M , åñëè îíè
ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèß íà ìîäåëè M ïðè ëþáûõ èç
óíèâåðñóìà ìîäåëè çíà÷åíèßõ âõîäßùèõ â íèõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.
Ôîðìóëû A è B íàçûâàþòñß ýêâèâàëåíòíûìè (A ∼ B ), åñëè îíè ïðè-
íèìàþò îäèíàêîâûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèß íà ëþáîé ìîäåëè M ïðè ëþáûõ
çíà÷åíèßõ âõîäßùèõ â íèõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.
Ñëåäóþùèå ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ýêâèâàëåíòíû:
1. ¬∀xA(x) ∼ ∃x¬A(x)
2. ¬∃xA(x) ∼ ∀x¬A(x)
3. ∀xA(x) ∧ ∀xB(x) ∼ ∀x(A(x) ∧B(x))
4. ∃xA(x) ∨ ∃xB(x) ∼ ∃x(A(x) ∨B(x))
5. ∀xA(x) ∧B ∼ ∀x(A(x) ∧B)
6. ∃xA(x) ∧B ∼ ∃x(A(x) ∧B)
7. ∀xA(x) ∨B ∼ ∀x(A(x) ∨B)
8. ∃xA(x) ∨B ∼ ∃x(A(x) ∨B)
9. ∀xA(x)→ B ∼ ∃x(A(x)→ B)
10.∃xA(x)→ B ∼ ∀x(A(x)→ B)
11. A→ ∀xB(x) ∼ ∀x(A→ B(x))
12. A→ ∃xB(x) ∼ ∃x(A→ B(x))
13. ∀xA(x)→ ∀xB(x) ∼ ∃x∀y(A(x)→ B(y))
14. ∀xA(x)→ ∃xB(x) ∼ ∃x(A(x)→ B(x))
15. ∃xA(x)→ ∃xB(x) ∼ ∀x∃y(A(x)→ B(y))
16. ∃xA(x)→ ∀xB(x) ∼ ∀x∀y(A(x)→ B(y))
17. ∃x∃yA(x, y) ∼ ∃y∃xA(x, y)
18. ∀x∀yA(x, y) ∼ ∀y∀xA(x, y)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëß äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè íåîáõîäèìî ïî-
êàçàòü, ÷òî íà ëþáîé ìîäåëè, ñèãíàòóðà êîòîðîé ñîäåðæèò ñèãíàòóðó ôîðìóë,
ïðè ëþáûõ çíà÷åíèßõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ îáå ôîðìóëû ëèáî èñòèííû, ëè-
áî ëîæíû îäíîâðåìåííî. Äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîñòè 1 è 4.
1. Ïóñòü M  ìîäåëü, ñèãíàòóðà êîòîðîé ñîäåðæèò ïðåäèêàò A(x) . Åñëè
ïðåäèêàò ñîäåðæèò, êðîìå ïåðåìåííîé x , äðóãèå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå, òî
ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèß äëß íèõ.
Ïóñòü ¬∀xA(x) èñòèííà ïðè çàäàííîé ôèêñàöèè ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ,
òîãäà ∀xA(x)  ëîæü. Òî åñòü ôîðìóëà A(x) ëîæíà ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè
x . Òîãäà ïðè ýòîì çíà÷åíèè x ôîðìóëà ¬A(x) èñòèííà. Çíà÷èò, èñòèííà è
ôîðìóëà ∃x¬A(x) .
Ïóñòü òåïåðü èñòèííà ôîðìóëà ∃x¬A(x) ïðè çàäàííîé ôèêñàöèè ñâî-
áîäíûõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà ôîðìóëà ¬A(x) èñòèííà ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè
x . Çíà÷èò, ôîðìóëà A(x) ëîæíà ïðè ýòîì çíà÷åíèè x . Ïî ñìûñëó êâàíòî-
ðà âñåîáùíîñòè, ëîæíà ôîðìóëà ∀xA(x) . Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà ¬∀xA(x)
èñòèííà.
4. Ïóñòü M  ìîäåëü, ñèãíàòóðà êîòîðîé ñîäåðæèò ïðåäèêàòû A(x) è
B(x) . Åñëè ïðåäèêàòû ñîäåðæàò äðóãèå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå, êðîìå ïåðå-
ìåííîé x , òî ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèß äëß íèõ.
Ïóñòü ∃xA(x) ∨ ∃xB(x)  ëîæíà ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèßõ ñâîáîäíûõ
ïåðåìåííûõ. Òîãäà ëîæíà êàê ôîðìóëà ∃xA(x) , òàê è ôîðìóëà ∃xB(x) . Ïî
ñìûñëó êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèß, A(x) è B(x) ëîæíû ïðè ëþáîì çíà÷åíèè
x . Çíà÷èò, ïðè ëþáîì x ëîæíà ôîðìóëà A(x) ∨ B(x) . Ïî ñìûñëó êâàíòîðà
ñóùåñòâîâàíèß, ôîðìóëà ∃x(A(x) ∨B(x)) òàêæå ëîæíà.
Ïóñòü ∃x(A(x)∨B(x)) ëîæíà ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèßõ ñâîáîäíûõ ïåðå-
ìåííûõ. Òîãäà A(x) ∨ B(x) ëîæíà ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x . Çíà÷èò, A(x) è
B(x) ëîæíû ïðè ëþáîì çíà÷åíèè x . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëîæíû ôîðìóëû
∃xA(x) è ∃xB(x) è ëîæíà èõ äèçúþíêöèß ∃xA(x) ∨ ∃xB(x) .
Îñòàëüíûå ýêâèâàëåíòíîñòè ëîãèêè ïðåäèêàòîâ äîêàçûâàþòñß àíàëî-
ãè÷íî. 
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6 Ïðåíåêñíàß íîðìàëüíàß ôîðìà
Ôîðìóëà A íàõîäèòñß â ïðåíåêñíîé (ïðåäâàðåííîé) íîðìàëüíîé ôîðìå,
åñëè îíà èìååò âèä Q1x1Q2x2 . . . QnxnA(x1, x2, . . . xn, y1, y2, . . . , yk) , ãäå Qi ,
i = 1.n ,  êâàíòîðû, A(x1, x2, . . . xn, y1, y2, . . . , yk)  ôîðìóëà, íå ñîäåðæàùàß
êâàíòîðîâ.
Òåîðåìà. Äëß êàæäîé ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ A ñóùåñòâóåò ýê-
âèâàëåíòíàß åé ôîðìóëà B , íàõîäßùàßñß â ïðåíåêñíîé íîðìàëüíîé ôîðìå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà äîêàçûâàåòñß èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó k ëî-
ãè÷åñêèõ çíàêîâ è êâàíòîðîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ïîñòðîåíèå ôîðìóëû.
Ïðè k = 0 óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ôîðìóëà B ñîâ-
ïàäàåò ñ ôîðìóëîé A .
Äîïóñòèì, òåîðåìà äîêàçàíà äëß ôîðìóë ñ íå áîëåå k ëîãè÷åñêèìè çíà-
êàìè è êâàíòîðàìè. Äîêàæåì åå äëß ôîðìóë ñ k + 1 ëîãè÷åñêèìè çíàêàìè è
êâàíòîðàìè. Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé ëîãè÷åñêèé çíàê èëè êâàíòîð, âõîäßùèé
â ôîðìóëó:
1) A = ¬A1 ,
2) A = A1 ∨ A2 ,
3) A = A1 ∧ A2 ,
4) A = A1 → A2 ,
5) A = ∃xA1(x) ,
6) A = ∀xA1(x) .
Äëß ôîðìóë A1 è A2 òåîðåìà äîêàçàíà, ïîñêîëüêó îíè ñîäåðæàò íå áîëåå
k ëîãè÷åñêèõ çíàêà è êâàíòîðà. Çíà÷èò, äëß íèõ ñóùåñòâóþò ýêâèâàëåíòíûå
ôîðìóëû, íàõîäßùèåñß â ïðåíåêñíîé íîðìàëüíîé ôîðìå. Îáîçíà÷èì èõ B1 è
B2 : A1 ∼ B1 è A2 ∼ B2 . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñâßçàííûå ïåðåìåííûå, âõîäß-
ùèå â ôîðìóëó B1 , íå ñîâïàäàþò ñî ñâßçàííûìè ïåðåìåííûìè, âõîäßùèìè
â ôîðìóëó B2 (èíà÷å èõ ìîæíî ïåðåèìåíîâàòü).
Ïóñòü B1, B2 èìåþò âèä:
B1 = Q1y1Q2y2 . . . QnynC1(y1, y2, . . . , yn, u1, u2, . . . , ul1),
B2 = R1z1R2z2 . . . RmzmC2(z1, z2, . . . , zm, v1, v2, . . . , vl2),
ãäå C1(y1, y2, . . . , yn, u1, u2, . . . , ul1), C2(z1, z2, . . . , zm, v1, v2, . . . , vl2)  ôîðìó-
ëû, íå ñîäåðæàùèå êâàíòîðîâ. Äàëåå, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü çàïèñü, áóäåì
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ïèñàòü ïðîñòî C1, C2 , íå çàáûâàß ïðè ýòîì, ÷òî îíè çàâèñßò îò óêàçàííûõ
âûøå ïåðåìåííûõ.
Â êàæäîì èç 6 ñëó÷àåâ ïîñòðîèì ôîðìóëó, ýêâèâàëåíòíóþ A è íàõîäß-
ùóþñß â ïðåíåêñíîé íîðìàëüíîé ôîðìå, èñïîëüçóþ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðèâå-
äåííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Ïîñëåäíßß ôîðìóëà â öåïî÷êå ýêâèâàëåíò-
íîñòåé íàõîäèòñß â ïðåíåêñíîé íîðìàëüíîé ôîðìå.
1) A = ¬A1 ∼ ¬B1 ∼ Q′1y1Q′2y2 . . . Q′nyn¬C1 , ãäå
Q′i =
{
∃, åñëè Qi = ∀,
∀, åñëè Qi = ∃ .
2) A = A1 ∨ A2 ∼ B1 ∨B2 = Q1y1Q2y2 . . . QnynC1 ∨R1z1R2z2 . . . RmzmC2 ∼
∼ Q1y1Q2y2 . . . QnynR1z1R2z2 . . . Rmzm(C1 ∨ C2) .
3) A = A1 ∧ A2 ∼ B1 ∧B2 = Q1y1Q2y2 . . . QnynC1 ∧R1z1R2z2 . . . RmzmC2 ∼
∼ Q1y1Q2y2 . . . QnynR1z1R2z2 . . . Rmzm(C1 ∧ C2) .
4) A = A1 → A2 ∼ B1 → B2 = Q1y1Q2y2 . . . QnynC1 → R1z1R2z2 . . . RmzmC2 ∼
∼ Q′1y1Q′2y2 . . . Q′nynR1z1R2z2 . . . Rmzm(C1 → C2) .
5) A = ∃xA1(x) ∼ ∃xB1(x) = ∃xQ1y1Q2y2 . . . QnynC1 .
6) A = ∀xA1(x) ∼ ∀xB1(x) = ∀xQ1y1Q2y2 . . . QnynC1 . 
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7 Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ
Îïèøåì ëîãè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ëîãèêå ïðåäèêà-
òîâ. ßçûê è ïîíßòèå ôîðìóëû èñ÷èñëåíèß ïðåäèêàòîâ ñîâïàäàþò ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèìè ïîíßòèßìè ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.
Àêñèîìû èñ÷èñëåíèß ïðåäèêàòîâ:
1. A→ (B → A)
2. (A→ B)→ ((A→ (B → C))→ (A→ C))
3. A ∧B → A
4. A ∧B → B
5. (A→ B)→ ((A→ C)→ (A→ B ∧ C))
6. A→ A ∨B
7. B → A ∨B
8. (A→ C)→ ((B → C)→ (A ∨B → C))
9. (A→ B)→ ((A→ ¬B)→ ¬A)
10. ¬¬A→ A
11. ∀xA(x)→ A(y)
12. A(x)→ ∃yA(y)
Ïðàâèëà âûâîäà èñ÷èñëåíèß ïðåäèêàòîâ:
1) Modus Ponens: A,A→BB ,
2) ∀-ïðàâèëî: C→A(x)C→∀xA(x) , ãäå C íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé x ,
3) ∃-ïðàâèëî: A(x)→C∃xA(x)→C , ãäå C íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé x ,
4) ïðàâèëî çàìåíû ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ: ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ ìîæíî çà-
ìåíèòü âñþäó, ãäå îíà âõîäèò â ôîðìóëó, íà íîâóþ ïåðåìåííóþ, ñâßçàííî íå
âõîäßùóþ â ôîðìóëó,
5) ïðàâèëî çàìåíû ñâßçàííûõ ïåðåìåííûõ: ñâßçàííóþ ïåðåìåííóþ â îáëàñòè
äåéñòâèß êâàíòîðà è â ñàìîì êâàíòîðå ìîæíî çàìåíèòü íà íîâóþ ïåðåìåí-
íóþ, ñâîáîäíî íå âõîäßùóþ â ôîðìóëó.
Ôîðìóëà D íàçûâàåòñß äîêàçóåìîé (òåîðåìîé) (îáîçíà÷àåòñß ` D), åñ-
ëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë D1, D2, . . . , Dn òàêàß,
÷òî Dn = D è êàæäàß Di , i = 1.n , ëèáî àêñèîìà, ëèáî ïîëó÷àåòñß èç ïðåäû-
äóùèõ ôîðìóë ïðè ïîìîùè îäíîãî èç ïðàâèë âûâîäà.
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Ôîðìóëà D íàçûâàåòñß âûâîäèìîé èç ôîðìóë A1, A2, . . . , Am (îáîçíà÷à-
åòñß A1, A2, . . . , Am ` D), åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîð-
ìóë D1, D2, . . . , Dn òàêàß, ÷òî Dn = D è êàæäàß Di , i = 1.n , ëèáî àêñèîìà,
ëèáî îäíà èç ôîðìóë A1, A2, . . . , Am , ëèáî ïîëó÷àåòñß èç ïðåäûäóùèõ ôîð-
ìóë ïî îäíîìó èç ïðàâèë âûâîäà.
Äëß èñ÷èñëåíèß ïðåäèêàòîâ ñïðàâåäëèâû òåîðåìû, àíàëîãè÷íûå òåîðå-
ìàì èñ÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé.
Òåîðåìà äåäóêöèè. Ïóñòü Γ  íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ôîð-
ìóë èñ÷èñëåíèß ïðåäèêàòîâ, A,B  ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû èñ÷èñëåíèß ïðå-
äèêàòîâ è Γ, A ` B , ïðè÷åì â ïðîöåññå âûâîäà ïåðåìåííûå, âõîäßùèå â ìíî-
æåñòâî ôîðìóë Γ, A íå èçìåíßþòñß, òî åñòü åñëè îíè áûëè ñâîáîäíûìè,
òî îñòàþòñß ñâîáîäíûìè, åñëè áûëè ñâßçàííûìè, òî îñòàþòñß ñâßçàííû-
ìè. Òîãäà Γ ` A→ B .
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñß èíäóêöèåé ïî äëèíå âûâî-
äà B èç Γ, A è âî ìíîãîì ïîâòîðßåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äåäóêöèè äëß
èñ÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé. Áàçèñ èíäóêöèè ñîâïàäàåò ñ áàçèñîì èíäóêöèè
òåîðåìû äëß èñ÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé.
Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî òåîðåìà äîêàçàíà äëß ñëó÷àß, êîãäà äëèíà âûâîäà B
èç Γ, A åñòü n , äîêàæåì åå äëß ñëó÷àß, êîãäà äëèíà âûâîäà åñòü n + 1 . Â
ñèëó îïðåäåëåíèß âûâîäèìîñòè, íà n + 1 øàãå B ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â
ñëåäóþùèõ ñëó÷àßõ: ëèáî B  àêñèîìà, ëèáî B = A , ëèáî B ∈ Γ , ëèáî ïî-
ëó÷åíà ïî îäíîìó èç ïðàâèë âûâîäà. Äëß ïåðâûõ òðåõ ñëó÷àåâ è äëß ñëó÷àß,
êîãäà B ïîëó÷åíà ïî ïðàâèëó Modus Ponens, äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äî-
êàçàòåëüñòâó òåîðåìû äëß èñ÷èñëåíèß âûñêàçûâàíèé. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü
ñëó÷àè, êîãäà B ïîëó÷åíà ïî ∀ïðàâèëó, ïî ∃ïðàâèëó èëè ïî ïðàâèëàì
çàìåíû ñâîáîäíîé èëè ñâßçàííîé ïåðåìåííîé.
Ïóñòü B = ∀ïðàâèëî(Pi) , ãäå i ≤ n . Òîãäà Pi = C → D(x) è
B = C → ∀xD(x) , ïðè÷åì ôîðìóëà C íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé x . Ïî ïðåä-
ïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëß Pi òåîðåìà äîêàçàíà, çíà÷èò Γ ` A → Pi , òî åñòü
Γ ` A → (C → D(x)) . Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè 18 èç ïåðâîãî ïàðàãðàôà
Γ ` A ∧ C → D(x) . Ïîñêîëüêó ôîðìóëà A ∧ C ïåðåìåííîé x íå ñîäåðæèò,
òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñß ∀ïðàâèëîì: Γ ` A ∧ C → ∀xD(x) . Âîñïîëüçóåì-
ñß åùå ðàç óêàçàííîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ: Γ ` A→ (C → ∀xD(x)) . Ïîëó÷èëè
òî, ÷òî òðåáîâàëîñü: Γ ` A→ B .
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Ïóñòü B = ∃ïðàâèëî(Pi) , ãäå i ≤ n . Òîãäà Pi = D(x) → C è
B = ∃xD(x) → C , ïðè÷åì ôîðìóëà C íå ñîäåðæèò ïåðåìåííîé x . Äëß
Pi òåîðåìà óæå äîêàçàíà, çíà÷èò Γ ` A → Pi èëè Γ ` A → (D(x) → C) .
Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè 19 ïåðâîãî ïàðàãðàôà: Γ ` D(x) → (A → C) . Òàê
êàê ôîðìóëà A → C ïåðåìåííîé x íå ñîäåðæèò, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòü-
ñß ∃ïðàâèëîì: Γ ` ∃xD(x)→ (A→ C) . Åùå ðàç âîñïîëüçóåìñß óêàçàííîé
ýêâèâàëåíòíîñòüþ: Γ ` A→ (∃xD(x)→ C) , òî åñòü Γ ` A→ B .
Ñëó÷àè, êîãäà ôîðìóëà B ïîëó÷åíà ïî ïðàâèëó çàìåíû ñâîáîäíîé ïåðå-
ìåííîé èëè ïî ïðàâèëó çàìåíû ñâßçàííîé ïåðåìåííîé, î÷åâèäíû. 
Òåîðåìà. Ëþáàß äîêàçóåìàß ôîðìóëà èñ÷èñëåíèß ïðåäèêàòîâ òîæäå-
ñòâåííî èñòèííà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëß äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
1. êàæäàß àêñèîìà òîæäåñòâåííî èñòèííà,
2. ïðèìåíåíèå ïðàâèë âûâîäà ê òîæäåñòâåííî èñòèííûì ôîðìóëàì äàåò òîæ-
äåñòâåííî èñòèííóþ ôîðìóëó.
Ïåðâûå äåñßòü àêñèîì íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ, ïîýòîìó äëß ïðîâåðêè
òîæäåñòâåííîé èñòèííîñòè äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü òàáëèöû èñòèííîñòè. Ðàñ-
ñìîòðèì àêñèîìó 11. Äîïóñòèì, ÷òî îíà íå òîæäåñòâåííî èñòèííà. Òîãäà â
íåêîòîðîé ìîäåëè ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèßõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ îíà ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèå ëîæü, òî åñòü ∀xA(x)  èñòèíà, à A(y0)  ëîæü äëß íåêî-
òîðîãî y0 . Íî, ïî ñìûñëó êâàíòîðà âñåîáùíîñòè, ôîðìóëà ∀xA(x) ëîæíà.
Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, ñëåäîâàòåëüíî àêñèîìà 11  òîæäåñòâåííî èñòèí-
íà. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñß òîæäåñòâåííàß èñòèííîñòü àêñèîìû 12.
Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Äëß ïðàâèë çàìåíû ñâîáîäíîé è ñâßçàí-
íîé ïåðåìåííîé óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Äëß ïðàâèëà Modus Ponens äîêà-
çûâàåòñß òàê æå, êàê â èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé. Ðàññìîòðèì ∀ïðàâèëî.
Ïóñòü C → A(x)  òîæäåñòâåííî èñòèííàß ôîðìóëà. Äîïóñòèì, ÷òî ôîðìó-
ëà C → ∀xA(x) íå òîæäåñòâåííî èñòèííà. Çíà÷èò, â íåêîòîðîé ìîäåëè ïðè
íåêîòîðûõ çíà÷åíèßõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ëîæü,
òî åñòü C  èñòèíà, ∀xA(x)  ëîæü. Ïî ñìûñëó êâàíòîðà âñåîáùíîñòè, A(x)
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ëîæü õîòß áû ïðè îäíîì çíà÷åíèè ïåðåìåííîé x (äîïó-
ñòèì, ïðè x = x0 ). Íî òîãäà ôîðìóëà C → A(x0) ëîæíà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
åå òîæäåñòâåííîé èñòèííîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, çàêëþ÷åíèå ∀ïðàâèëà, ôîð-
ìóëà C → ∀xA(x) , òîæäåñòâåííî èñòèííà. Äëß ∃ïðàâèëà äîêàçàòåëüñòâî
àíàëîãè÷íî. 
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Òåîðåìà (î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè èñ÷èñëåíèß ïðåäèêàòîâ). Èñ-
÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ íåïðîòèâîðå÷èâî, òî åñòü íå ñóùåñòâóåò òàêîé ôîð-
ìóëû A, ÷òî ` A è ` ¬A.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ ïðîòèâîðå÷èâî, òî ñóùå-
ñòâóåò ôîðìóëà A òàêàß, ÷òî ` A è ` ¬A . Òîãäà A  òîæäåñòâåííî èñòèííà
è ¬A  òîæäåñòâåííî èñòèííà. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî îòðèöàíèå òîæäå-
ñòâåííî èñòèííîé ôîðìóë åñòü òîæäåñòâåííî ëîæíàß ôîðìóëà. 
Òåîðåìà (î ïîëíîòå èñ÷èñëåíèß ïðåäèêàòîâ). Èñ÷èñëåíèå ïðåäè-
êàòîâ ïîëíî â òîì ñìûñëå, ÷òî ëþáàß òîæäåñòâåííî èñòèííàß ôîðìóëà
äîêàçóåìà.
Äëß äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ïîëíîòå âîñïîëüçóåìñß òåîðåìîé Ãåäåëß
î ñóùåñòâîâàíèè ìîäåëè, êîòîðóþ ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [6].
Òåîðåìà Ãåäåëß (î ñóùåñòâîâàíèè ìîäåëè). Ïóñòü Γ  ñ÷åòíîå
íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìîäåëü òîé æå
ñèãíàòóðû, ÷òî è ôîðìóëû èç Γ, òàêàß, ÷òî âñå ôîðìóëû èç Γ â ýòîé ìî-
äåëè ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèßõ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ïðèíèìàþò çíà÷åíèå
èñòèíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ïîëíîòå. Ïóñòü A  òîæäåñòâåííî èñòèí-
íàß ôîðìóëà, òîãäà ¬A  òîæäåñòâåííà ëîæíà. Çíà÷èò, îíà íå èìååò ìîäåëè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ãåäåëß î ñóùåñòâîâàíèè ìîäåëè, îíà ïðîòèâîðå-
÷èâà, òî åñòü ñóùåñòâóåò ôîðìóëà B òàêàß, ÷òî
¬A ` B
¬A ` ¬B
Ïî ïðàâèëó ââåäåíèß îòðèöàíèß: ` ¬¬A .
Ïî ïðàâèëó óäàëåíèß îòðèöàíèß: ` A . 
Äâå ôîðìóëû èñ÷èñëåíèß ïðåäèêàòîâ A è B íàçûâàþòñß ðàâíîñèëüíû-
ìè (A a` B ), åñëè A ` B è B ` A .
Àíàëîãè÷íî èñ÷èñëåíèþ âûñêàçûâàíèé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëû
ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ðàâíîñèëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, â
èñ÷èñëåíèè ïðåäèêàòîâ ðàâíîñèëüíûìè ßâëßþòñß âñå ïàðû ôîðìóë, êîòîðûå
ïðèâåäåíû â ïàðàãðàôå 5.
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